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ABSTRACT
Renata Wróbel-Rotter. Bayesian frontier cost functions for the electricity distribution sector. Folia 
O econom ica Cracovienisa 2008-2009, 49-50: 47-69.
The paper d iscusses the application of the B ayesian stochastic frontier cost functions as a tool 
for assessing and com paring the cost efficiency of firms. The analysis is based o n  the m icro ­
econom ic production theory and the concept of inefficiency that is related to the ex istence  of 
inner m ech an ism s responsib le  for observ ing  costs h igher than ind icated  b y  theory, g iv en  
technical and econom ic environ m en t of firms. The stochastic cost frontier a llo w s to estim ate  
individual cost efficiency and to precisely  d eco m p o se  the observed  cost into theoretical cate­
gories, such  as m inim al excess ive  or system atic cost, w h ich  p la y  crucial role in assess in g  the 
econom ic behavior o f firms. From the em pirical perspective  the m o st im portant is the m in i­
mal cost, w h ich  denotes the cost that is  ind ispensab le  to ach ieve  the o bserved  production  
level g iv en  technology, input prices, cost effects o f  random  variability. The Bayesian estim a ­
tion of stochastic cost frontiers for panel data a llo w s to treat a num ber o f issu es u n so lv ed  on  
the classical ground, such as stability of em pirical results, a ssessm ent of the uncertainty of 
cost categories and efficiency coefficients. A s a fundam ental tool for the analysis w e  present
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the Bayesian random  effects m o d e l w ith  constant efficiency distribution. The m ethodo logy  
is illustrated w ith  the cost function for the 14 firm s operating in the electricity distribution  
sector o bserved  o ver  6 years.
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1. WSTĘP
Celem  pracy  jest prezentacja założeń i w yników  analizy kosztów  operacyjnych 
w  sektorze dystrybucji energii w  Polsce. Stosując bayesowskie wersje tzw. sto ­
ch astycznych  g ran iczn y ch  m odeli ko sz tu  do k o n u jem y  oceny efektyw ności 
kosztowej w szystkich czternastu spółek dystrybucyjnych na podstaw ie danych 
rocznych  z lat 2001-2006. O pis dzia łania po d m io tó w  gospodarczych, w yko ­
rzystany  w  badaniach , bazuje na ekonom etrycznych m odelach p rocesu  p ro ­
dukcyjnego , k tóre pow sta ją  w  efekcie po łączenia m ikroekonom icznej teorii 
kosztu  z rozw ażaniam i uw zględniającym i nieefektyw ność jednostek p ro d u k ­
cyjnych (przedsiębiorstw ) na skutek  niew łaściw ego w ykorzystania przez  nie 
czynników  produkcji
G raniczne m odele produkcji lub kosztu były już szeroko w ykorzystyw ane 
do  analizy efektywności działania podm iotów , takich jak: linie lotnicze (Schmidt 
i Sickles, 1984), szpitale (Koop, Osiewalski i Steel, 1994, 1997), banki i ich od ­
działy  (Marzec i Osiewalski 2003, 2008 oraz bibliografia tam  zawarta), biblio­
teki akadem ickie i publiczne (Osiewalski i Osiewalska, 2003, 2006), elektrow ­
nie i elektrociepłownie (Wróbel-Rotter i Osiewalski, 2002; Wróbel-Rotter, 2004). 
Wiele zastosow ań stochastycznych granicznych m odeli produkcji i kosztu (nie­
standardow ych  i trudnych  do analizy m etodam i niebayesowskim i) w ykorzy ­
stuje m ożliwości w nioskow ania bayesowskiego, w spom aganego num erycznie 
m etodam i M onte Carlo. Bayesowskie stochastyczne m odele graniczne w p ro ­
w adzili do  ekonom etrii van  den  Broeck, Koop, Osiewalski i Steel (1994) oraz 
K oop, O siew alski i Steel (1994, 1997), k tó rzy  opracow ali też m eto d y  M onte 
Carlo um ożliw iające uzyskiw anie w yników  em pirycznych.
Bayesow ski g ran iczny  m odel kosztu  zm iennego dla sektora dystrybucji 
energii został opracow any na zlecenie U rzędu  Regulacji Energetyki (Osiewal­
ski i W róbel-Rotter, 2008), a p roponow ane m etody  i uzyskane w yniki s tano­
w ią a lternatyw ę wobec tradycyjnych, wielce uproszczonych m etod oceny efek­
ty w n o śc i kosztow ej s to so w an y ch  u p rz e d n io  p rz ez  U rząd . M odel przy ję ty  
w  pracy  opisuje zależność kosztu operacyjnego (ponoszonego przez spółkę dys­
trybucyjną) od  dużej liczby czynników  o charakterze techniczno-ekonom icz­
nym , które pow in n y  determ inow ać jego poziom , oraz od  sposobu zarządza­
nia, reprezen tow anego  p rzez  zm ienną n ieobserw ow alną (ukrytą) określającą 
efektywność. Podejście bayesow skie pozw ala precyzyjnie określić niepew ność
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w n ioskow an ia  o w p ły w ie  w y ró żn io n y ch  czynn ików  oraz  o n iesp ra w n o śc i 
zarządzania (nieefektyw ności kosztowej). Ocena n iepew ności w n ioskow ania  
jest szczególnie w ażna w  p rz y p ad k u  małej liczby obserwacji, co m a miejsce 
w sektorze dystrybucji energii, w  k tó rym  od 2001 ro k u  dzia ła  14 p rz ed s ię ­
biorstw. Poza sam ą dziedziną zastosow ania, niniejsza praca różni się istotnie 
od dotychczasowych prac z zakresu bayesowskich granicznych m odeli kosztu 
dzięki zdefin iow aniu  now ych kategorii sk ładow ych kosztu  i d o k o n an iu  ich 
estymacji.
N astępna (druga) część pracy pośw ięcona jest ogólnej prezentacji stocha­
stycznego m odelu  granicznego i w skaźnika efektywności kosztowej. W  części 
trzeciej defin iu jem y  kategorie  k o sz tu , jakie m o żn a  teo re ty czn ie  ro z w a ż a ć  
(i em pirycznie szacować) w  ram ach m o d elu  granicznego. Część czw arta  za ­
w iera p o d s taw o w e  inform acje o bayesow sk im  ujęciu  m o d e lo w an ia  ko sz tu  
i nieefektywności kosztowej na podstaw ie danych panelow ych. W  części piątej 
p rzedstaw iam y  w yniki em piryczne, zw racając szczególną u w ag ę  na w raż li­
wość ocen efektywności na dobór zm iennych objaśniających oraz na n iepew ­
ność w nioskow ania  o sk ładow ych kosztu  obserw ow anego. Część szósta  za ­
w iera podsum ow anie .
2. OGÓLNA CHARAKTERYSTYKA STOCHASTYCZNEGO 
M ODELU G RANICZN EGO
M odel przyjęty do oceny efektywności opisuje zależność obserw ow anego kosztu 
zm iennego przedsiębiorstw a od czynników  techniczno-ekonom icznych, kształ­
tujących jego poziom , oraz od niespraw ności zarządzania; jest on  zap isyw any 
w  następującej ogólnej formie (por. Aigner i in., 1977; M eeusen i van  den  Broeck, 
1977; Lovell, 1993; G reene, 1993):
C-T -  exp [ f(x it,P )  + v a + Uj] 
a po  obustronnym  zlogary tm ow aniu  przyjm uje postać:
V i t  =  +  u i +  v it '
gdzie y jt jest zm ienną zależną, oznaczającą logarytm  kosztu  obserw ow anego  
(C jf5) w  ;-tym obiekcie (i = 1, ..., N) w  okresie t (t = 1, ..., T), x it jest w ektorem  
egzogenicznych zm iennych objaśniających, f ( x it,/3) jest ogólnym  oznaczeniem  
postaci analitycznej funkcji kosztu, /? to w ektor n ieznanych p aram etrów  tej funk ­
cji, vjt to zm ienna losow a o rozkładzie sym etrycznym  w okół zera (składnik  
czysto losowy), ujmująca w pływ  czynników przypadkow ych oraz b łędu  p om ia ­
ru  kosztu, u(. oznacza zm ienną losową przyjmującą wyłącznie w artości nieujem ne 
i reprezentującą nieefektywność, sum a u{ + vit jest złożonym  składnikiem  loso­
wym . Z ak ładam y niezależność stochastyczną w szystk ich  zm iennych  v jt i 
przyjmując dla v it ten sam  rozkład norm alny, a dla u ; rozk łady  w ykładnicze.
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W  b a d a n iu  em pirycznym  przy jm ujem y lin iow ą w zg lędem  param etrów  
postać analityczną funkcji / ,  tj, f ( x jt,j3) -  xńfi, która m oże reprezentow ać model 
C obba i D ouglasa  b ąd ź  translogarytm iczny. W p rz y p ad k u  prostszej funkcji 
C obba i D ouglasa (stosowanej w  tej pracy ze w zg lędu  na m ałą liczbę obserw a­
cji i d u żą  liczbę zm iennych) w ektor-w iersz xit pow inien  zaw ierać logarytm y 
głów nych zm iennych objaśniających krótkookresow y koszt zm ienny, tj. wiel­
kości produkcji, cen zm iennych czynników  produkcji oraz nakładów  czynni­
ków  stałych. Postać liniowa dla logarytm ów  wszystkich zm iennych w ystępu ­
jących w  m odelu  kosztu jest opisem  technologii dualnym  wobec funkcji produkcji 
C obba i D ouglasa, stanow iąc rów nocześnie aproksym ację p ierw szego rzędu  
dla dow olnej gładkiej funkcji kosztu.
Stochastyczna graniczna funkcja kosztu zm iennego jest podstaw ą do kon­
strukcji m ie rn ik a  k ró tkookresow ej n ieefek tyw ności kosztow ej EKU ob iek tu  
i w  okresie t, określonej jako iloraz m in im alnego  kosztu  zm iennego C™'n = 
= exp \f(xiV[i) + vit] (wynikającego z funkcji kosztu i w ahań  czysto losowych) do 
kosztu  C(°bs = exp(y(() = exp \f(xjt,j3) + Uj + v jt] rzeczywiście poniesionego przez 
d an y  podm iot:
ek„ -  . « y t f o f ) * ’*) - ę r =exp(_„,),
exp[/(x ,f,/3 )+ i;;f + »,] C"bs
p rzy  czym  EKit -  EKt ze w zg lędu  na stałość u{ w  czasie. Założenie w  m odelu 
dla danych  przekrojowo-czasowych, że w; jest efektem indyw idualnym  um oż­
liw ia precyzyjną  estym ację w skaźn ików  efektyw ności, pon iew aż  szacując z;( 
w ykorzystu jem y obserwacje z kilku lat d la każdego z obiektów  (a nie tylko 
jedną wartość, jak w  p rzy p ad k u  danych przekrojowych). Konstrukcja w skaź­
nika efektywności pow oduje, że zaw iera się on w  przedziale (0, 1] i pozw ala 
na d o g o d n ą  interpretację: EK{ określa, jaka część kosztu  poniesionego przez 
d an ą  jednostkę w danym  okresie jest kosztem uzasadnionym  z ekonom iczne­
go p u n k tu  w idzenia, (1-EKt) wskazuje, jaka część jest kosztem  nadw yżkow ym , 
k tóry  m ógłby  zostać zredukow any .
3. KATEGORIE MODELOWE KOSZTÓW
Stochastyczna graniczna funkcja kosztu jest m odelem  s trukturalnym , p rzed ­
stawiającym  koszt obserw ow any i-tego podm io tu  w okresie f jako iloczyn trzech 
czynników :
C°bs = exp [f(x lt, /3)] • exp(u„) • exp(n,),
z k tó rych  p ie rw szy  reprezen tu je  teoretyczny  koszt g ran iczny  (m ikroekono­
miczny), d rug i —  w spółczynnik zm iany kosztu na skutek uw arunkow ań  czy­
sto losowych, a trzeci — stopień zw iększenia kosztu na skutek nieefektyw no­
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ści. Model struk turalny  um ożliw ia definiowanie alternatyw nych kategorii teo­
retycznych kosztu, których estymacja bayesow ska (i ocena niepew ności zw ią­
zanej z wnioskowaniem) jest w  pełni możliwa poprzez brzegowe rozkłady n poste­
riori, a w  uproszczonej postaci — poprzez w artości oczekiw ane i odchylenia 
standardow e a posteriori kategorii składowych. W ram ach rozw ażanego m ode­
lu definiujem y następujące teoretyczne kategorie kosztów:
1. Koszt graniczny (teoretyczny-mikroekonomiczny) z-tego obiektu w  okre­
sie t :
C ,f = exp [/(*,., ,P)],
który oznacza wielkość teoretyczną obliczoną na podstaw ie m ikroekonom icz­
nej funkcji kosztu bez uw zględnienia składnika czysto losowego i nieefektyw ­
ności. Wielkość ta jest znaną funkcją param etrów , określającą teoretyczny koszt 
niezbędny do uzyskania danej wielkości produkcji, p rzy  ustalonej technologii, 
cenach zm iennych czynników  produkcji i nakładach czynników  stałych, z p o ­
minięciem w pływ u zakłóceń losowych i nieefektywności działania. Z form alne­
go p u n k tu  w idzenia, nieznana w artość kosztu granicznego jest znaną funkcją 
wektora param etrów  strukturalnych (5, więc jej rozkład a posteriori —  o gęstości 
p(Cjjr I dane) — i jego charakterystyki m ożna uzyskać z rozk ładu  a posteriori 
dla j3.
2. Koszt system atyczny ż-tego obiektu w  okresie t :
C r  = exP [/(* ,„  0) + m,. ] = exp[/(x„,/3)]-exp(M,),
oznacza  teo re ty czn y  k o sz t m ik ro ek o n o m icz n y  exp[/(*,■,,/?)], z w ię k sz o n y  
o skutki nieefektywności, w olny natom iast od  efektu zakłóceń losowych. Koszt 
system atyczny to koszt teoretyczny, jaki firma ponosiłaby p rzy  danej techno­
logii, zaobserw ow anych poziom ach zm iennych objaśniających i p rz y  danym  
poziom ie indyw idualnej nieefektyw ności, ale bez zakłóceń p rzy p ad k o w y ch . 
Różny od  jeden  iloraz w ielkości kosztu  obserw ow anego  i system atycznego  
jest w ynik iem  dzia łania czynników  określanych jako losow e, zaw ierających 
w  rzeczyw istości rów nież w szystk ie  inne, d ru g o rzęd n e  wielkości, k tóre nie 
zostały ujęte w śród zm iennych egzogenicznych przyjętych w  m odelu , a mają 
w pływ  na kształtow anie się ponoszonego kosztu. Z tego w zględu  dla niektó­
rych przedsięb iorstw  koszt obserw ow any m oże być m niejszy od kosztu  sys­
tematycznego, co oznacza, że czynniki inne niż ujęte w  m odelu  um ożliw iają 
rejestrowanie kosztu niższego niż w ynika to z typow ych u w aru n k o w ań  tech­
niczno-ekonom icznych i danego, indyw idualnego  poziom u efektywności. Na 
mocy założeń strukturalnych, oddzia ływ anie czynników  czysto losow ych na 
koszt rzeczyw isty jest niezależne od indyw idualnej efektyw ności. Koszt sys­
tem atyczny jest znaną  funkcją zmiennej ukrytej uj i w ek tora  p a ram etró w  fi, 
więc jego rozkład a posteriori o gęstości p (C ^st\ dane) m ożna uzyskać z łącznego 
rozkładu a posteriori dla [i i ur
3. Koszt n iezbędny  (m inim alny) z-tego obiektu w  okresie t:
c r  = exP U (x it z /5) + v ,t ] = exp [/(^„  ,P)]- exp(vit),
oznacza koszt teoretyczny obliczony z uw zględnieniem  czynników  losowych 
i pom in ięc iem  nieefektyw ności. O kreśla on m in im alny  koszt n iezbędny  do 
uzyskan ia  obserw ow anej wielkości produkcji p rzy  danej technologii, ustalo ­
nych cenach czynników  produkq 'i i n ieprzew idyw alnych dla firmy uw arunko ­
w aniach  zew nętrznych  (czynnikach losowych). Stanowi podstaw ę do  w yzna­
czania w skaźnika indyw idualnej krótkookresowej efektywności kosztowej EK( 
p rzedstaw ionego w  poprzedniej części pracy. Gęstość rozkładu a posteriori kosztu 
n iezbędnego  p(Cf m I dane) jest uzysk iw ana z brzegow ej gęstości a posteriori 
w skaźnika EKj = exp (~ut)  p rzez jego przeskalow anie wielkością kosztu obser­
w ow anego  (C™m =  C"bs ■ E K t).
4. K oszt n ad w y żk o w y  i-tego obiektu  w  okresie t:
c nadw =  C c ta  _  C mln =  c o b s ( 1  _  ^
określony  jako różnica m iędzy  kosztem  obserw ow anym  a kosztem  niezbęd ­
nym , w ynikającym  z m ikroekonom icznej funkcji kosztu  oraz zakłóceń loso­
w ych, jest w artością n ieuzasadnioną, wynikającą wyłącznie z nieefektywnego 
dzia łania .
Stosow ane przez nas m etody  w nioskow ania bayesowskiego pozw alają na 
prezentację n iepew ności zw iązanej z estym acją danej kategorii kosztu za p o ­
m ocą w y k resu  jej rozk ładu  a posteriori lub sum arycznie, poprzez  tylko dw ie 
liczby: w artość oczekiw aną a posteriori (ocenę punk tow ą danej kategorii kosz­
tu) i odchylenie standardow e a posteriori (bayesowski m iernik b łędu  szacunku 
tej kategorii).
P roponow ane kategorie m odelow e kosztu wynikają bezpośrednio  z alter­
na tyw nych  dekom pozycji kosztu obserw ow anego na składow e będące w yni­
kiem  dzia łania czynników  system atycznych, losow ych i nieefektywności; za ­
chodzą następujące równości:
C t  = C,f + (C°bs -  c r )  + ( c r  -  C f ) = C f  + RK1U + RK4„
C,fs = C f + (C ,r -  Cf) + (C f5 -  C ń  -  Cif  + RK2, + RfC3„,
gdzie :
c r  = C, f  f  P ^ . ) .  C ,T  = c f  EK, C f  exp(t i ) i C f = c r  EK, = Cf exp(-t,„)£K„; 
RK ljt = C(° s -  C f ‘ oznacza różnicę kosztu obserw ow anego i systematycznego, 
określa jącą zm ian ę  k o sz tu  w ynikającą  z zak łóceń  losow ych, ob liczaną dla 
w artości uw zględniających  nieefektyw ność;
RK2jt = C f m-  C f  = RK1U ■ EKj to  różnica kosz tu  m in im a lnego  i g ran icznego, 
określająca zm ianę kosztu wynikającą z działania czynników  losowych, ale ob­
liczona d la  kosztu  nie zawierającego nieefektywności;
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d  i / n  /-*obs ^ m i n  /-«obs/i r v \  y-inadw . ✓  . . i , tKK3i( = Lif -  Lif = L;( (1 -  hK,) = L it to różn ica  ko sz tu  o b serw o w an e g o
i niezbędnego, określająca koszt n ad w y żk o w y  i zaw ierająca efekt kosztow y 
zakłóceń losowych;
R M U = C , f l -  C f  = C;s(yst(l -  EKt) określa różnicę m iędzy  kosztem  system atycz­
nym  i granicznym , oznaczającą efekt kosztow y nieefektywności p rzy  pom inię­
ciu zakłóceń losowych.
Z auw ażm y na koniec tej części pracy, że dzięki w p ro w ad zen iu  now ych 
kategorii m odelow ych kosztu  indyw idualne  w skaźniki efektyw ności koszto ­
wej EKt oraz w skaźniki RFjt, określające w zg lędną  zm ianę kosztu  na skutek  
działania czynników  losowych, m ogą zostać w yznaczone na rów now ażne spo­
soby, odpow iednio :
P odstaw ow ym  narzędziem  przyjętym  do uzyskania ocen efektywności kosz­
towej p rzedsięb io rs tw  dystrybucji energii jest bayesow sk i g ran iczny  m odel 
kosztu stosow any dla danych przekrojow o-czasow ych. N ależy podkreślić, że 
wykorzystanie danych panelow ych do w nioskow ania o w skaźnikach efektyw ­
ności poszczególnych obiektów pozw ala na uw zględnienie znacznie szerszego 
zbioru zm iennych objaśniających i precyzyjniejszy szacunek niż w  p rzy p ad k u  
danych przekrojow ych. Przy tak małej liczbie obiektów, jak w  sektorze d y s ­
trybucji energii w  Polsce po roku  2000, tru d n o  liczyć na uzyskanie w iarygod ­
nych w yników  na podstaw ie danych z jednego roku  lub danych  uzyskanych 
p rzez uśrednien ie obserwacji po  czasie.
Bayesowskie graniczne funkcje kosztu  dla danych  panelow ych  za p ro p o ­
nowali Koop, Osiewalski i Steel (1994, 1997) (zob. też Fernandez, Osiewalski 
i Steel, 1997), definiując m .in. m odel z losow ym i efektam i in d y w id u a ln y m i 
o w spólnym  rozkładzie efektywności (ang. Common Efficiency Distribution — 
CED), w ykorzystany  w  naszych badan iach  em pirycznych.
Bayesowski graniczny m odel kosztu, w  p rz y p ad k u  nieefektyw ności trak ­
towanej jako efekt w  indyw idualny  i p rzy  przyjęciu specyfikacji CED, określo­
ny jest przez łączny rozkład macierzy obserwacji Y = [yit (i = 1, ..., N; ł = 1,
T)], w ektora zm iennych ukrytych u -  [t(j ... uN]', k + 1 elem entów  w ektora fi, 
precyzji Gv2 sym etrycznego składnika losowego i param etru  ę  rozk ładu  n ie­
efektywności, p rzy  ustalonej m acierzy X zm iennych egzogenicznych. M odel 
ten zapisujem y w  postaci:
•Obs /-'m in
4. BAYESOWSKIE GRANICZNE MODELE KOSZTU 
DLA DANYCH PANELOWYCH
gdzie f N(. I a, b) i / G(. I c, d) oznaczają odpow iedn io  funkcje gęstości: rozkładu 
norm alnego o w artości oczekiwanej a i wariancji b oraz rozkładu gam m a o w ar­
tości oczekiwanej c / d 2 i wariancji c /d 2; p{/3,o~2,ę) -  p(f3)p(crv~2)p(ę) jest łącz­
nym  rozkładem  a priori dla /?, c r  2oraz ę. Zauw ażm y, że w arunkow y w zglę­
d em  p a ram etró w  rozkład  gam m a dla u ; to rozkład  w ykładniczy  o wartości 
oczekiwanej i odchylen iu  s tandardow ym  1 /  ę.
Łączna gęstość a priori jest zdefiniow ana jako iloczyn gęstości brzegowych 
d la fi, a ~ 2 oraz ę. Dla ę  przyjęto rozkład gam m a z c = 1 i d = -ln(r*), czyli 
w y k ład n iczy  o w artości oczekiw anej - l / /n ( r* ) ,  gdzie  s tała r* jest m ed ianą  
a priori efek tyw ności EKt (van d en  Broeck, Koop, O siew alski i Steel, 1994); 
ustalono r* -  0,8. Dla precyzji sym etrycznego składnika losowego o ~ 2 założo­
no  rozkład z rodziny  gam m a o gęstości f G(a ~ 2 \gx/2,  g2/2), z  g1 = NT-k-l oraz 
g2 = 1(H, natom iast dla w ektora param etrów  strukturalnych /? m ożem y przyjąć 
rozkład  jednostajny (ucięty przez w arunk i regularności ekonomicznej w ynika­
jące z w łasności funkcji kosztu zm iennego) b ądź  rozkład norm alny o wektorze 
wartości oczekiwanych a priori J3° i m acierzy precyzji Z. W naszych badaniach 
przyjm ujem y bardzo  rozproszony rozkład N(0, 101  ̂ j), rezygnując z narzuca­
nia w aru n k ó w  regularności m ikroekonomicznej. N asz rozkład a priori odzw ier­
ciedla w ięc p rak tyczn ie  brak  w stępnej w iedzy  o param etrach  innych niż cp.
Łączny rozkład a posteriori dla param etrów  i zm iennych ukrytych, uzyska­
ny  w  m odelu  bayesow skim  (1) i o gęstości proporcjonalnej do (1), jest niestan­
d ard o w y m  rozkładem  określonym  na przestrzeni o w ym iarze rów nym  sum ie 
liczby zm iennych ukrytych (czyli obiektów, N) i param etrów . Skomplikowana 
postać  gęstości tego rozk ładu  nie pozw ala  na analityczne w yznaczenie m o­
m entów  i rozkładów  brzegow ych dla żadnego z param etrów  czy efektów in­
dyw idualnych  w ystępujących w m odelu , natom iast um ożliw ia w yprow adze ­
nie (dla ich ustalonych bloków) uk ładu  w arunkow ych rozkładów  a posteriori. 
Te pełne rozkłady  w arunkow e są standardow e (gamma, norm alne, ucięte nor­
m alne), um ożliw iając generow anie liczb losow ych w ed ług  schem atu Gibbsa, 
tj. m e to d y  z ro d z in y  M onte Carlo łańcuchów  M arkow a (ang. Markov Chain 
Monte Carlo —  MCMC), a w  konsekwencji uzyskiw anie prób z łącznego roz­
k ładu  a posteriori i łatwe przybliżanie jego charakterystyk. Koop, Steel i Osie­
w alski (1995) po  raz p ierw szy  pokazali uk ład  pełnych w arunkow ych rozkła­
d ó w  a posteriori i zastosow ali losow anie Gibbsa w  bayesow skich m odelach 
granicznych, ukazując przew agi tego podejścia w  stosunku do m etody Monte 
Carlo z funkcją w ażności (ang. Monte Carlo Importance Sampling — MCIS), którą 
stosow ali van  den  Broeck, Koop, Osiewalski i Steel (1994) w  pierwszej pracy 
z zakresu  bayesowskiej analizy efektywności; zob. też Osiewalski i Steel (1998). 
Podstaw y losow ania Gibbsa i stosow ny kod kom puterow y (w języku pakietu 
GAUSS) opracow ali dla m odeli z nieujem nym i efektami indyw idualnym i (dla 
danych  panelow ych) Koop, Osiewalski i Steel (1997); było to podstaw ą wielu 
d a lszy ch  za s to so w ań  (por. M arzec i O siew alsk i, 2003, 2008; W róbel-R otter
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i Osiewalski, 2002; Osiewalski, 2001), w  tym  b ad a ń  em pirycznych  tej pracy. 
Teoretyczne uzasadnienie i własności m etod MCMC, w  tym  losow ania Gibbsa, 
prezentuje Tierney (1994); zob. też np. 0 'H a g a n  (1994).
5. WYNIKI BADAŃ EMPIRYCZNYCH
Analiza em piryczna została p rzep row adzona  na danych rocznych p ochodzą ­
cych z czternastu przedsiębiorstw  dystrybuujących energię elektryczną (ozna­
czonych SD01-SD14), obserw ow anych w  okresie sześciu lat (2001-2006). P od ­
staw ow ym  narzędziem  analizy efektywności kosztowej jest bayesow ski m odel
0 w spólnym  rozkładzie efektywności (CED), w  k tórym  koszt zm ienny opisa­
ny jest funkcją Cobba i Douglasa z argum entam i oddającym i skalę usług  (pro­
dukcji) i siec dystrybucyjną rozw ażanych  podm iotów .
M odelow any  koszt zm ienny  to koszt operacy jny  (sum a k o sz tu  o b ro tu
1 dystrybucji), który obejmuje głów nie w ynagrodzenia w raz z narzu tam i oraz 
w ydatk i na usług i obce i m ateriały . Z m ienne objaśniające i różne w arian ty  
m odelu  kosztu zostały w yspecyfikow ane w  konsultacji z ekspertam i z U rzędu  
Regulacji Energetyki (URE), który dostarczył danych.
5.1. D o b ó r  z m i e n n y c h  o b j a ś n i a j ą c y c h  
a p o m i a r  e f e k t y w n o ś c i  k o s z t o w e j
Zbiór czynników  wyjaśniających zaw iera takie zm ienne jak: d ługość przesyło ­
wych linii napow ietrznych  i kablow ych w ysokiego, średniego  i niskiego n a ­
pięcia (WN, SN i n N  ujętych w  różnych kategoriach), liczba odbiorców  i d o ­
staw y energii w  poszczególnych grupach, zm ienne techniczne opisujące sieć: 
liczba i moc transform atorów  oraz liczba stacji elektroenergetycznych. W stęp­
na lista zm iennych, zaczerpnięta z opracow ania URE „Taryfy Spółek D ystry ­
bucy jnych  na okres 2002/2003", p o s łu ży ła  do  b u d o w y  k o n k u re n c y jn y c h  
w arian tów  granicznej funkcji kosztu, mających na celu ilustrację w raż liw oś­
ci w nioskow ania o w skaźnikach efektyw ności i param etrach  s truk tu ralnych , 
a w efekcie określenie zm iennych, które mają największy w p ływ  na kształto ­
wanie się kosztów  operacyjnych. Liczba zm iennych w  zależności od w arian tu  
m odelu  w aha się w  granicach od 11 do 22, zob. tabela 1.
Bayesowskie oceny efektywności obiektów, uzyskane w  różnych w arian ­
tach m odelu  kosztu , a także średnie tych ocen, p rz ed s taw io n o  na rycinach 
1 i 2. Średni poziom  efektywności kosztowej sektora zależy od zb ioru  zm ien ­
nych objaśniających i jest najw yższy w  p rzypadku  m odeli o dw u d z ies tu  i więcej 
zmiennych; dla tych m odeli różnice ocen m iędzy obiektami najmniej i najbar­
dziej efektyw nym  są najmniejsze. Oceny efektywności obiektów  4, 5, 6 i 11 są 
niewrażliwe na dobór zm iennych, bardzo  w rażliw e są oceny obiektów  1, 3, 8

















Całkowita długość linii W N w  przeliczeniu na 
jeden tor linii km
X X X X X X X
2 Całkowita długość linii SN w  przeliczeniu na 
jeden tor linii km
X X X
3




Długość linii SN napowietrznych w przeliczeniu  
na jeden tor linii km
X X X X
5
Długość linii SN kablowych w  przeliczeniu na 
jeden tor linii
km X X X X
6
Długość linii nN  napowietrznych w  przeliczeniu 
na jeden tor linii + długość przyłączy  
napowietrznych nN
km X X X X
7 Długość linii nN  kablowych w  przeliczeniu na 
jeden tor linii + długość przyłączy kablowych nN
km X X X X
8
Całkowita d ługość linii nN  w  przeliczeniu na 
jeden tor linii 
+ długość przyłączy nN
km X
9 Całkowita moc transformatorów MVA X X X
10 Liczba stacji elektroenergetycznych SN i nN szt. X X X X
11 Liczba stacji elektroenergetycznych 110 kV szt. X X X X
12 Moc transformatorów W N /S N MVA X X X X
13 Moc transformatorów S N /n N MVA X X X X
14 Całkowita liczba transformatorów szt. X X X X
15 Całkowita liczba stacji elektroenergetycznych szt. X X X
16 Liczba miejsc dostarczania u odbiorców na WN szt. X X X X X
17 Liczba odbiorców na SN szt. X X X X X
18 Liczba odbiorców na nN szt. X
19 Liczba odbiorców na nN w gr. tar. C szt. X X X X X X
20 Liczba odbiorców na nN w  gr. tar. G szt. X X X X X X
21 Dostawa energii odbiorcom na SN MWh X X X X
22 Dostawa energii na nN MWh X
23 Dostawa energii na nN  w  gr. tar. C MWh X X X X X
24 Dostawa energii na nN  w  gr. tar. G MWh X X X X X
25 Dostawa energii odbiorcom na WN MWh X X X X
26 Średnia moc szczytowa netto MW X X
27
Energia pobrana w  tranzycie ogółem  (WN, SN, 
nN) + Energia wprow adzona z sieci PSE S.A.
MWh X X X
28 Dostawa energii ogółem MWh X
29 Przeciętne zatrudnienie osoby X X
30 Zmienna czasowa f lata X X X X
Liczba zm iennych w  m odelu 16 22 20 12 15 11 13
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Ryc. 1. Wartości oczekiwane a posteriori indywidualnych wskaźników efektywności 












Wariant 2 Wariant 4 Wariant 1 Wariant 3 Wariant 7 Wariant 5 Wariant 6 
(11 zmiennych) (12 zmiennych) (13 zmiennych) (15 zmiennych) (16 zmiennych) (10 zmiennych) (22 zmiennych)
Ryc. 2. Wartości oczekiwane a posteriori średniego wskaźnika efektywności spółek  
dla konkurencyjnych wariantów m odelu  w  zależności od liczby zm iennych niezależnych
i 10. W rażliw ość ta w yn ika  z u w zg lędn ian ia  w  ro zbudow anych  w arian tach  
m odelu  zm iennych objaśniających szczególnie w ażnych dla niektórych p rzed ­
siębiorstw, np . b rak  w  w ariancie 1 i 2 zarów no  dostaw y  odbiorcom  na WN, 
jak i liczby miejsc dostarczania, będących szczególnie istotnym i charakterysty­
kam i profilu  produkcji niektórych spółek, p row adzi do  obniżenia wartości tej 
części ich kosztu , która m a ekonom iczne uzasadnien ie w  ram ach m odelu.
Ś rednia efektyw ność kosztow a w aha się (w zależności od przyjętego ze­
s taw u  zm iennych egzogenicznych) od 88% (0,882 ± 0,052) do 97% (0,970 ± 0,027), 
co oznacza, że średnio  tylko kilka procent kosztu obserw ow anego było kosz­
tem  n ieuzasadn ionym .
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Należy pam iętać, że jeśli m odelujem y koszt zm ienny, obejm ujący w y n a ­
grodzenia, to pow inien być on objaśniany przez wielkości produkcji, ceny czyn­
ników zm iennych i nakłady  czynników  stałych, ale nie przez (zaw arty  w  kosz­
cie) nakład czynnika zm iennego, jakim jest zatrudnienie. Obecność tej zmiennej 
w  w ariantach 4 i 6 czyni je trudno  interpretow alnym i w  świetle teorii kosztu 
zm iennego1. Zauw ażm y, że żaden  w ariant nie zaw iera cen czynników  zm ien ­
nych (zwłaszcza płac), a zm ienne objaśniające (poza za trudnieniem  i zm ienną 
czasową) reprezentują produkcję i czynniki stałe — elem enty kapitału  rzeczo­
wego. Zleceniodawca nie chciał uw zględniać cen czynników  produkcji, co m ożna 
interpretow ać jako żądanie analizy kosztu  w  hipotetycznych w aru n k ach  jed ­
nakow ych cen czynników  (płac) d la w szystkich  przedsiębiorstw , gdyż reg u ­
lator nie jest zainteresow any uzasadnianiem  wysokich kosztów  w ysokim i p ła ­
cami. Przy założeniu funkqi Cobba i Douglasa oznacza to, że efekt cen (stałych 
po obiektach) ukry ty  jest w  w yrazie w olnym . Poniew aż trudno  jest traktow ać 
ceny czynników zm iennych (płace) jako stałe w  czasie, w yraz w olny  pow inien  
być uzupełniony o zm ienną czasową, reprezentującą ew entualne tren d y  w  ce­
nach; zm ienna ta m oże rów nież służyć (w sposób uproszczony, lecz u zasadn io ­
ny krótkim  szeregiem  czasow ym ) uw zględn ien iu  efektów  p o s tęp u  technolo ­
gicznego. W pływ  (na koszt) w zrostu  cen jest dodatn i (koszt w zrasta ze w zrostem  
ceny), natom iast w pływ  postępu  technologicznego jest ujem ny (postęp obniża 
koszt produkcji). W ariant 5, spełniający p o s tu la ty  po p raw n ej ekonom iczn ie  
specyfikacji kosztu zm iennego oraz adekw atny  ze statystycznego p u n k tu  w i­
dzenia, stanow i postać ostateczną.
5.2. W n i o s k o w a n i e  o p a r a m e t r a c h  f u n k c j i  
k o s z t u  z m i e n n e g o
Tabela 2 przedstaw ia wartości oczekiw ane i odchylenia s tan d ard o w e a poste­
riori param etrów  funkcji kosztu Cobba i Douglasa w  wariancie 5. Są one in ter­
p re tow ane jako elastyczności kosztu  w zględem  danego czynnika w yjaśniają­
cego i informują, o ile procent byłby w yższy koszt operacyjny, gdyby w ybrana 
zm ienna egzogeniczna w zrosła o jeden procent, p rzy  ustalonych w artościach 
pozostałych czynników. N a uw agę zasługują oceny param etrów  p rzy  4 zm ien ­
nych (o num erach  z zakresu  21-25) określających dostaw y energii, k tóre  n a ­
leży uznać za p roduk ty  spółek dystrybucyjnych. Oceny param etrów  p rzy  nich 
są podobne w alternatyw nych w ariantach m odelu , przy  czym  w spółczynniki
1 Przy braku zmiennej płacowej można je uw ażać za pew ne przybliżenia m odelu kosztu cał­
kowitego z pracą jako czynnikiem stałym, w  którym jednak zbyt w ysokie  zatrudnienie nie znajdzie 
odzwierciedlenia w  niskiej efektywności. Regulator nie pow inien zatem być zainteresowany trakto­
waniem pracy jako czynnika stałego, gdyż m oże to zawyżać ocenę efektywności.
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Tabela 2
Wartości oczekiwane i odchylenia standardowe a posteriori parametrów funkcji kosztu (wariant 5)
Wstępna lista zmiennych £(.) D(.) x W i t
0 Wyraz wolny -1,2489 0,9762 464.9
1 Całkowita długość linii WN w przeliczeniu na jeden tor linii 0,3827* 0,0924 249.7
2 Całkowita długość linii SN w  przeliczeniu na jeden tor linii — —
3 Całkowita długość linii nN  w  przeliczeniu na jeden tor linii — —
4
Długość linii SN napowietrznych w  przeliczeniu na jeden 
tor linii
-0,2063* 0,0600 252.5
5 Długość linii SN kablowych w  przeliczeniu na jeden tor linii -0,0642 0,1029 196.4
6
Długość linii nN napowietrznych w przeliczeniu na jeden 
tor linii + długość przyłączy napowietrznych nN
0,3643* 0,0630 160.3
7
Długość linii nN kablowych w  przeliczeniu na jeden tor linii 
+ długość przyłączy kablowych nN
0,2921* 0,0697 174.9
8
Całkowita długość linii nN w przeliczeniu na jeden tor linii 
+ długość przyłączy nN — —
9 Całkowita moc transformatorów — —
10 Liczba stacji elektroenergetycznych SN i nN -0,5769* 0,1649 816.0
11 Liczba stacji elektroenergetycznych 110 kV -0,1441 0,0941 128.2
12 Moc transformatorów W N /SN -0,1166 0,0990 223.9
13 Moc transformatorów S N /n N -0,5473* 0,1716 431.6
14 Całkowita liczba transformatorów 0,6050* 0,1161 868.2
15 Całkowita liczba stacji elektroenergetycznych — —
16 Liczba miejsc dostarczania u odbiorców na WN -0,0148* 0,0064 10.1
17 Liczba odbiorców na SN 0,3453* 0,0603 158.8
18 Liczba odbiorców na nN — —
19 Liczba odbiorców na nN w gr. tar. C -0,4539* 0,1502 752.2
20 Liczba odbiorców na nN w  gr. tar. G -0,9559* 0,1989 766.3
21 Dostawa energii odbiorcom na SN -0,1213 0,0625 215.1
22 Dostawa energii na nN — —
23 Dostawa energii na nN w gr. tar. C 1,1919* 0,1351 553.6
24 Dostawa energii na nN w  gr. tar. G 0,9436* 0,0974 455.6
25 Dostawa energii odbiorcom na WN 0,0125 0,0083 60.1
26 Średnia moc szczytowa netto —
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Wstępna lista zmiennych EU D(.) Vn v i f
27
Energia pobrana w tranzycie ogółem (WN, SN, nN) 
+ Energia wprowadzona z sieci PSE S.A.
-0,0305* 0,0053 67.7
28 Dostawa energii ogółem — —
29 Przeciętne zatrudnienie — —
30 Zmienna czasowa t 0,0035 0,0030 3.9
£(.) — wartość oczekiwana a posteriori, D(.) — odchylenie standardowe n posteriori.
Objaśnienia: * wartość bezwzględna wartości oczekiwanej jest co najmniej dwukrotnie większa niż odchylenie 
standardowe.
bardzo  precyzyjnie szacow ane notuje się dla zm iennych  charak teryzujących  
dostaw ę energii na niskim  napięciu (nN), oznaczające w zrost kosztu  operacyj­
nego o około 2% na skutek w zrostu  dostaw y energii nN  o 1%, ceteris paribus. 
Zm ienna określająca dostaw y energii na w ysokim  napięciu (WN) m a niew iel­
ki, dodatni w pływ  na koszt operacyjny (rzędu 0,0125% w  odpow iedzi na  w zrost 
dostaw y o 1%), zaś w pływ  zm iennej opisującej dostaw ę energii na średnim  
napięciu (SN) m a znak ujem ny we w szystkich przypadkach; param etry  te są 
nieprecyzyjnie szacow ane, co m oże w skazyw ać na nieistotność w p ły w u  tych 
zm iennych na koszt operacyjny.
Analogiczną interpretację m ożna p rzeprow adzić dla każdej z pozostałych 
zm iennych (z wyjątkiem  czasowej, nieistotnej), np. łącznem u w zrostow i liczby 
odbiorców na nN  o 1% odpow iada więcej niż proporcjonalna obniżka kosztu 
operacyjnego (o ok. 1,4%), w zrostow i liczby odbiorców  W N  o 1% odpow iada  
spadek kosztu o ok. 0,015%, zaś zw iększenie liczby odbiorców  energii na SN 
jest zw iązane ze zw iększeniem  kosztu  o ok. 0,35%. Zw iększenie liczby stacji 
elektroenergetycznych i m ocy transform atorów  m a u jem ny w p ły w  na koszt 
operacyjny, natom iast liczba transform atorów  — dodatni. W szystkie 14 zm ien ­
nych (z zakresu 1-20) charakteryzują kapitał rzeczow y p rzedsięb io rstw  d y s ­
trybucji energii w  różnych jego kategoriach i aspektach. Rów noczesne zw ięk­
szenie tych 14 zm iennych o 1% jest zw iązane ze zm ianą kosztu operacyjnego 
o -1,09% (±0,3%). Zm ienną n r 27 traktujem y też jako nakład czynnika stałego 
(energia na wejściu systemu); jego w zrost o 1% jest zw iązany ze spadkiem  kosztu 
o ok. 0,03%.
Zauw ażm y, że sum a elastyczności kosztu  w zględem  p ro d u k tó w  jest o d ­
wrotnością (radialnego) w spółczynnika efektu skali (por. Varian, 1992). W n a ­
szym  p rz y p a d k u , w k tó ry m  b a d a m y  koszt zm ienny , w a rto ść  oczek iw an a  
a posteriori sum y tych 4 elastyczności wynosi 2,03 (odchylenie standardow e 0,25), 
a zatem  m am y niski (rów ny ok. 0,5) poziom  m alejącego k ró tkookresow ego  
efektu skali. Przybliżonej oceny całkow itego (długookresow ego) efektu  skali 
dokonam y na podstaw ie  formuły:
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i - Y  a in v c /a in  k .
RTS  =  — ------------    ,
J j d \ n V C / d \ n Q j
gdzie K jest sym bolem  nak ładu  czynnika stałego a Q — wielkości produkcji; 
zob. M arzec i Osiewalski (2008). W stawiając w  miejsce elastyczności ich w ar­
tości oczekiw ane a posteriori z tabeli 2, o trzym ujem y RTS = [ l- ( - l ,09-0,03)]/ 
2,03 = 1,05, czyli ocenę wskazującą na stały bądź niewielki rosnący całkowity 
efekt skali. H istogram  na rycinie 3 ukazuje brzegow y rozkład a posteriori dla 
RTS (uzyskany w  symulacji MCMC), którego w artość oczekiwana wynosi 1,03 
a odchylenie s tandardow e 0,03. W nioskow anie o całkowitym efekcie skali jest 
stosunkow o precyzyjne (w ziąw szy p od  uw agę, że jest w yznaczany z krótko­
okresowej funkcji kosztu  zm iennego); nie m ożna odrzucić hipotezy, że jest on 
stały. Jest to bardzo  ciekawy w ynik  m odelow ania technologii sektora dystry ­
bucji energii w  Polsce.
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Ryc. 3. Rozkład a posteriori d ługookresow ego efektu skali
N ależy pam iętać, że obecność w  m odelu  tak w ielu m erytorycznie pow ią­
zanych  ze sobą zm iennych objaśniających m oże skutkow ać ich (przybliżoną) 
w spó łlin iow ośc ią , k tó ra  p ro w a d z i — p rz y  m ało  inform acyjnym  rozkładzie 
a priori param etrów  funkcji kosztu — do niskiej precyzji szacunku indyw idu ­
alnych param etrów . N iebayesow skie m ierniki w p ły w u  braku  ortogonalności 
ko lum n m acierzy X  na precyzję szacunku om aw ia Osiewalski (1992); są to tzw. 
niescentrow ane w spółczynniki zw iększenia wariancji (NVIF ) estym atora MNK. 
O dpow iadają  one m iern ikom  bayesow skim  dla wariancji w arunkow ego  roz­
k ładu  a posteriori w ektora f i  p rzy  b raku  informacji a priori. W interpretacji bay- 
esowskiej, ~NVIF{ć/3) informuje, ile razy  w arunkow a wariancja a posteriori linio­
wej kombinacji param etrów  regresji liniowej jest większa przy danej macierzy 
X  w  s tosunku  do  hipotetycznej m acierzy o ortogonalnych kolum nach (ale tej 
samej długości, co kolum ny oryginalne). Podstaw ą pom iaru  odchylenia m acie­
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rzy X od ortogonalności oraz analizy własności m iernika NVIF  są niescentro- 
w an e  w sp ó łc z y n n ik i korelacji, tw o rz ą ce  m ac ie rz  R N = (X W _1)'(X W "') = 
W _1(X/X )W '1, gdzie W  jest macierzą d iagonalną z długościam i kolum n m acie­
rzy X na przekątnej. W om awianej funkcji kosztu  m acierz X  m a 21 kolum n, 
więc macierz R N m a 21 wartości własnych, z których największa to 20,64, zaś 
najmniejsza to zaledw ie 6,377*10~7. Odchylenia od ortogonalności są więc sil­
ne; najmniejszy niescentrow any w spółczynnik korelacji w ynosi 0,8162, znacz­
na ich większość przekracza 0,99. W zrost w arunkow ego  odchylenia s tan d ar­
dow ego dla ć f i  na skutek b raku  ortogonalności zależy od c; m oże w ynosić od 
(20,64)-0,5 = 0,22 raza (zwiększenie precyzji szacunku) do aż (6,377*10_7)“°'5 = 
1252 razy (ogrom ny spadek  precyzji szacunku). Iloraz p ierw iastków  k w ad ra ­
towych największej i najmniejszej wartości własnej, czyli u  nas 1252/0,22 = 5689, 
pokryw a się z indeksem  uw arunkow ania  m acierzy X; zob. Belsley i in., 1980. 
Przypomnijmy, że dla indyw idualnego w spółczynnika regresji w zrost precyzji 
szacunku (na skutek b raku  ortogonalności) nie jest możliwy, gdyż jego NVIF  
jest rów ny  o d p o w ied n iem u  elem entow i z przekątnej m acierzy (R N)~\ czyli 
liczbie nie mniejszej od 1; pierw iastek kw adratow y z NVIF  pokazano w  ostat­
niej kolum nie tabeli 2. Na tle stosunkow o silnych zależności m iędzy  21 zm ien ­
nym i objaśniającymi, uzyskane rozkłady a posteriori param etrów  funkcji kosztu  
i ich transformacji wydają się wystarczająco precyzyjne dla potrzeb interpretacji.
5.3. W n i o s k o w a n i e  o e f e k t y w n o ś c i
i k a t e g o r i a c h  m o d e l o w y c h  k o s z t u
Tabela 3 przedstaw ia uzyskane w wariancie 5 charakterystyki rozkładu  a p o ­
steriori w skaźników  efektywności (wartości oczekiwane, odchylenia s tan d a r ­
dowe) i ranking spółek w edług  malejącej wartości oczekiwanej. Rycina 4 p re ­
zentuje brzegow e gęstości a posteriori efektywności trzech firm, zajmujących 
w rankingu miejsca: drugie  (SD05), dziew iąte (SD02) i ostatnie (SD03). Wyniki 
wskazują na dość w ysoką precyzję w nioskow ania.
W nioskowanie bayesow skie na podstaw ie danych przekrojow o-czasow ych 
opiera się na N T -  84 obserwacjach (T = 6, N  = 14), co zapew nia stabilność w y ­
ników, w ykorzystan ie  całej dostępnej informacji o ana lizow anych  obiektach 
i um ożliw ia rozpatrzen ie  w iększego  zb io ru  zm iennych  egzogen icznych  niż 
w przypadku  estymacji na danych przekrojow ych (N  = 14). M a to istotne zn a ­
czenie w  przypadku  estymacji indyw idualnej efektywności, która w  p rz y p ad ­
ku danych przekrojowo-czasowych jest szacow ana dla każdego z obiektów  na 
podstaw ie T = 6 obserwacji, natom iast w  p rzy p ad k u  danych przekrojow ych je­
dynie na podstaw ie T = 1. M odel dla danych przekrojow o-czasow ych, w yko ­
rzystujący bezpośrednio zm ienne egzogeniczne w pływ ające na poziom  kosztu 
(a nie zm ienne agregatowe, stosow ane poprzedn io  przez Regulatora), um ożli-
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Tabela 3
Wyniki w  zakresie indywidualnej efektywności kosztowej
Spółka Wartości oczekiwane a posteriori Miejsce Odchylenie standardowe a posteriori
SD01 0,923 13 0,052
SD02 0,954 9 0,034
SD03 0,865 14 0,068
SD04 0,980 1 0,017
SD05 0,979 2 0,019
SD06 0,949 11-12 0,037
SD07 0,949 11-12 0,045
SD08 0,971 4-5 0,025
SD09 0,952 10 0,042
SD10 0,958 8 0,032
SD11 0,971 4-5 0,024
SD12 0,973 3 0,022
SD13 0,965 6 -7 0,030
SD14 0,965 6 -7 0,026
Średnio 0,954 0,034
wartość wskaźnika efektywności 
Ryc. 4. Rozkład a posteriori w skaźników  efektywności kosztowej dla wybranych obiektów
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w ia więc nie tylko określenie ich indyw idualnego  w p ły w u  n a  koszt obserw o­
w any, ale rów nież precyzyjną ocenę w skaźn ików  efektyw ności kosztow ej.
Estymację m odelu  (w w ariancie 5) pow tórzono  na zbiorze danych  uzyska­
nych po  elim inaqi największej i najmniejszej spółki oraz na  zbiorach p ow sta ­
łych po  skróceniu  szeregu  czasow ego (np. d la  T = 5 m odel oszacow ano  na 
podstaw ie danych od  roku 2002 do  2006, dla T  = 4 od 2003 do  2006 itd., ryc. 5).
Ryc. 5. Oceny indywidualnych w skaźników  efektywności dla m odeli szacowanych  
po ograniczeniu liczby obserwacji w  czasie
O trzym ane oceny w skaźników  efektywności są podobne; św iadczy to o stabil­
ności i odporności w yników  oraz po tw ierdza  pośrednio  popraw ność  m odelu. 
Ranking spółek nie u lega zasadn iczym  zm ianom ; obserw uje się jedynie n ie ­
wielkie przem ieszczenie spółek p rzy  zachow an iu  miejsca w  grup ie  efek tyw ­
niejszych b ądź  mniej efektyw nych obiektów . Do poszczególnych miejsc ra n ­
kingu nie należy p rzyw iązyw ać znaczenia, gdyż różnice w artości oczekiw anych 
a posteriori indyw idualnych  efektywności są niewielkie w  stosunku  do  odchy­
leń standardow ych. P rezentow ane w yniki są n iew rażliw e na zm iany (w prze ­
dziale 0,5-0,95) w artości r*, tj. kluczowej stałej rozk ładu  a priori.
O bserw ow any koszt operacyjny m ożna p o d d ać  dekom pozycji, w ykorzy ­
stując koszty teoretyczne w prow adzone  w  części 3 (graniczny, niezbędny, sys­
tematyczny, nadw yżkow y). W  roku 2006 średni obserw ow any  koszt w ynosił 
308400 tys. zł, średn i koszt system atyczny  (zaw ierający średn ią  n ieefek tyw ­
ność przedsiębiorstw ) oszacow any na podstaw ie  m odelu , po  usunięciu  w p ły ­
w u zakłóceń losowych oraz czynników  nie ujętych w  m odelu , jest ró w n y  303185 
tys. zł (±6501 tys. zł). Dla części obiektów  koszt system atyczny jest w yższy  od 
obserw ow anego; w  ich p rz y p a d k u  czynniki losow e pow odują , że koszt rze ­
czywisty jest niższy od kosztu, jaki teoretycznie spółki te pow inny ponosić przy 
dan y m  poziom ie działalności i indyw idualnej nieefektywności. W pozostałych 
p rzy p ad k ach  czynniki losowe pow odują  zw iększenie kosztu  obserw ow anego 
w  s to sunku  do  system atycznego. Średni poziom  kosztu  niezbędnego, zaw ie­
rającego efekt czynników  losow ych (ale bez nieefektywności), został dla roku 
2006 oszacow any na poziom ie 296324 tys. zł (±9086 tys. zł). Ryciny 6 i 7 pre­
zentują (dla dw óch  spółek) brzegow e gęstości a posteriori teoretycznych kate­
gorii kosztu; ukazują one, jak nieprecyzyjne (obarczone niepewnością) jest w nio­
skow anie  o tych n ieobserw ow alnych  wielkościach.
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wielkość kosztu
Ryc. 6. Rozkłady a posteriori kosztu granicznego, niezbędnego i system atycznego
dla SD02 w  roku 2006
Ryc. 7. Rozkłady a posteriori kosztu granicznego, niezbędnego i system atycznego
dla SD06 w  roku 2006
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Konstrukcja m odelu  granicznego zapew nia, że p rzy  w yznaczan iu  kosztu  
m inim alnego brana jest p o d  uw agę specyfika funkcjonow ania poszczególnych 
przedsiębiorstw, która m oże mieć dodatni albo ujemy w pływ  na koszt obserw o­
wany. Koszt nadw yżkow y, k tóry  pow inien  zostać zredukow any, jest zdefinio­
w any  jako różnica m iędzy  kosztem  rzeczyw istym  a kosztem  n iezbędnym  zaw ie­
rającym efekt w p ły w u  czynników  losow ych. O cena kosztu  n iezbędnego  dla 
konkurencyjnych zestaw ów  zm iennych egzogenicznych (ryc. 8) w ykazuje róż­
nice: średni koszt n iezbędny dla 2006 w aha się w  przedzia le  od  268 593 tys. zł 
do  296 324 tys. zł, w  sytuacji k iedy koszt obserw ow any w ynosi 308 400 tys. zł. 
Najbliższy ob serw o w an em u  jest koszt n iezb ęd n y  w  w ariancie  5, w  k tó rym  
otrzym ano w ysokie oceny efektyw ności kosztow ej spółek.
Ryc. 8. Porównanie kosztu obserw ow anego w  2006 roku i wartości oczekiwanych  
a posteriori kosztu m inim alnego w  konkurencyjnych wariantach m odelu
6. PODSUMOW ANIE
Ocena efek tyw ności d z ia łan ia  14 spó łek  d y s try b u cy jn y ch  za p re z e n to w a n a  
w pracy opiera się na  m odelu  ekonom etrycznym , opisującym  kształtow anie się 
kosztu operacyjnego w  zależności od szeregu czynników  o charakterze tech­
niczno-ekonomicznym. Zbiór potencjalnych zm iennych  objaśniających zaw ie­
ra 30 wielkości, które posłużyły  do  estymacji m odelu  w  konkurencyjnych w a ­
riantach, mających na celu analizę w rażliw ości w nioskow ania  o param etrach  
strukturalnych i w skaźnikach efektyw ności oraz określenie w p ły w u  poszcze­
gólnych zm iennych na  poziom  kosztu  operacyjnego. U zyskane w ynik i są p o ­
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m ocne w  określeniu (dla każdego z przedsiębiorstw ) wartości uzasadnionego 
kosztu  operacyjnego p rzy  dan y m  poziom ie działalności.
Z aprezen tow any  m odel ekonom etryczny dla danych  przekrojowo-czaso- 
w ych pozw ala  na  uw zględnien ie podczas estymacji znacznie większej liczby 
zm iennych niż w  p rz y p ad k u  analizy na danych przekrojowych, nie wymagając 
b u d o w y  zm iennych agregatow ych, co w  konsekw encji nie pow oduje  u traty  
dostępnej informacji oraz zapew nia  uzyskanie stabilnych w yników . M etody 
estym acji bayesow skiej pozw alają  na estym ację dla każdego  z obiektów  (na 
podstaw ie  obserwacji z kliku lat) w skaźników  efektywności traktow anych jako 
efekty in d y w id u aln e  (stałe w  czasie), co p row adzi do  w iarygodnych i inter- 
p re tow alnych  ekonom icznie rezultatów .
S tochastyczny m odel graniczny przyjęty  w  pracy um ożliw ia precyzyjną 
dekom pozycję kosztu  obserw ow anego na koszt niezbędny i koszt nadw yżko­
wy. Koszt n iezbędny uw zględnia efekt wynikający z zakłóceń losowych i in­
nych  czynników  nieujętych w  m odelu  oraz p o d staw ow y m ikroekonom iczny 
koszt graniczny, stanow iący wielkość uzasadn ioną z teoretyczno-ekonom icz- 
nego p u n k tu  w idzenia w  celu zapew nienia danego poziom u działalności. Róż­
nica m ięd zy  kosztem  ob serw o w an y m  a kosztem  niezbędnym  określa koszt 
nadw yżkow y , k tóry  pow inien  zostać zredukow any. Indyw idua lny  w skaźnik 
efektyw ności jest m iarą procentow ą stopnia uzasadnienia poniesionego kosz­
tu. N ależy podkreślić, że m odel graniczny szacow any technikam i bayesowski- 
m i u m ożliw ia  obliczenie m iar n iepew ności zw iązanych  z estym acją każdej 
z kategorii kosztów  i efektywności, co m a istotne znaczenie praktyczne, gdyż 
inform uje o precyzji w nioskow ania.
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